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Aplicaciones de las derivadas

Ceros de una funcion - Soluciones de ecuaciones.

Los puntos en los que se anula una funcion se llaceamsde dicha funcién. Para estudiar cuantas
soluciones tiene una ecuacion de la forniax) = g(x) dondef y g son funciones definidas y con
derivadas de todos érdenes en un intenda{que a veces deberas elegir ti mismo), lo que se hace es
estudiar cuantos ceros tiene la funcibtx) = f(x) — g(x).

Fundamentos tedricosEl teorema de los ceros de Bolzano, junto con el teorema de,Rarmiten
determinar en muchas ocasiones el nimero de ceros realaa fiengion.

El teorema de Bolzano nos dice que entre cada dos puntos@gumdae produce un cambio de signo
de una funcién continua en un intervalo h@yr lo menosun cero de dicha funcién.

El teorema de Rolle nos dice que entre cada dos ceros de wiarfuterivable en un intervalo hay
por lo menosun cero de la derivada de dicha funcion.

Del teorema de Rolle deducimos que si una funcidén se anutapemtos, su derivada se anula en
por lo menosz — 1 puntos; su derivada segunda se anulp@no menos: — 2 puntos y, en general,
su derivada de ordén, dondek = 1,2, ...,n — 1, se anula epor lo menos: — k puntos.

Del teorema de Rolle deducimos también que si la derivadaaéuncion se anula en exactamente
k puntos, dondé& =0, 1, 2, ..., la funcién tienecomo maximok + 1 ceros. Este resultado podemos
aplicarlohacia atras es decir, si sabemos, por ejemplo, que la derivada tereeaama solamente
en un punto, deducimos que la derivada segunda puede aedane maximoen dos puntos, que la
derivada primera puede anulaxgamo maximoen tres puntos y que la funcion puede anulaxa®o
méximoen cuatro puntos. En general, si la derivada de ordde una funcion se anula exactamente
enk puntos la funciéon se anutbmo maximoenn + k£ puntos.

Ceros de las funciones polindmicasSe dice queauna funcion polinémica P(x) tiene un cero de
orden k = 1 en un punta, si el valor deP y el de sus derivadas hasta la de orden 1 ena es
cero, y la derivada de ordénde P no se anula en. Los ceros de ordeh se llamanceros simples

El Teorema Fundamental del Algebra dice que una funciomgoiica de grada (en general, con
coeficientes complejos) tiemeraices reales o complejasntando cada raiz tantas veces como indica
su orden Recuerda también que las raices complejas de un polin@nicaeficientes reales vienen
por pares de raices complejas conjugadas. Teniendo eraausmfagrupando cada raiz compleja con
su conjugada aparecen factores del tigo+ bx + ¢, se deduce que:

a) Una funcién polinémica de grado impar tiecentando cada raiz tantas veces como indica su
ordenun ndmero impar de raices reales y sabemos que por lo menesitie.

b) Una funcién polindmica de grado par tiec@ntando cada raiz tantas veces como indica su orden
un numero par de raices reales y puede ocurrir que no tenganan

1. a) Prueba, usando el teorema de Bolzano, que la funfién= e* +x> — 6x — 2 se anula en al
menos tres puntos del intervdles, 3].

b) Prueba, usando el teorema de Rolle, que dicha funcién adepanularse en mas de tres
puntos.

3
X
2. a) Prueba, usando el teorema de Bolzano, que la fun@iéh= cosx — 2 senx + > se anula

en al menos tres puntos.

b) Prueba, usando el teorema de Rolle, que dicha funcién adepanularse en mas de tres
puntos.
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3. Justifica que la ecuacién

6
¥ _x3—=-=0
5
tiene exactamente cuatro soluciones reales.
4. Prueba que la ecuacién
x3 1
x cogx) —2senx) + 3 1= 0

tiene exactamente tres soluciones reales.

5. Estudia el nimero de soluciones reales de la ecudaida- 5x> — 30x = o segun los valores
dea.

6. Estudia, segun los valores dgel nimero de ceros, contando multiplicidades cuando gegce
de la funcion polindmicadx* — 8x3 — 6x2 + 24x — .

7. Seaf :RT — R lafuncion definida porf(x) = x> — 4x — 6In(x) para todox > 0.

a) Prueba qu¢g alcanza un minimo absoluto &1~ y determina el conjunto imagefi(R*) de
dicha funcién.

b) Determina el nimero de soluciones de la ecuagidn =0 enR " y localiza dichas soluciones
en intervalos disjuntos.

8. Seaf :R — R la funcién dada por

2x2 4+ 6x + 10

X) = x eR).
f(x) e (x€R)
a) Calcula los extremos relativos géy comprueba que son extremos absolutos. Calcula la

imagen def y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Usando los resultados anteriores, estudia el nUmeroldei@oes de la ecuacion(x) = m
segun el valor del nimero real.

Desigualdades y polinomios de Taylor

El teorema del valor medio permite acotar el incremento dgefuncion por el incremento de la
variable y una cota de la derivada. Esto da lugar a muchagudddades interesantes.

Ejercicios en los que se pide probar una desigualdad delftjgp < g(x) para todax > a, donde
/'y g son funciones derivables. Se hace lo siguiente:

e Sedefindi(x) = g(x) — f(x) y se comprueba quga) = 0.
e Secomprueba qué(x) = 0 para todax > a.

Esta ultima desigualdad implica glees creciente efa, +oo[ y, comoh(a) = 0, concluimos que
h(x) =0, esdecirg(x) — f(x) =0, paratodox > a.

Naturalmente, los detalles pueden cambiar. Puede que & pudebas elegirlo tu. Es una estra-
tegia que tiene éxito cuando la desigualdagx) = 0 es mas facil que la inicial. Puede ocurrir que
esta desigualdad siga siendo complicada; entonces podmticarle a ella el mismo procedimiento,
comprobamos qué’(a) = 0y quei”(x) = 0 para todax > a, lo que implica qué:’ es creciente en
[a, +o0[ Y, comolh’(a) = 0, concluimos qué’(x) = 0 para todox > a.

También debes tener en cuenta que probar una desigualdé@godélx) < g(x) paratodax € [
donde/ es un intervalo, y hay un puntoe [ tal que f(«) = g(a), es lo mismo que probar que en el
intervalo/ la funcioni(x) = g(x) — f(x) alcanza un minimo absoluto en el puato

Los teoremas de Taylor—Young y de Taylor se usan para obégmeximaciones polinomiales de
una funcion dada y para calcular valores aproximados carigida prefijada.
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9. Sear) < x < y. Prueba que:

y—Xx y—Xx

a < arct —arct < .
e & 1

— X — X

b) 2= <logy —logx <

10. Seam e N,n>2y0 < a < b. Prueba que

na"'(b—a) < b" —a" <nb""'(b—a)

11. Prueba que paratodo> —1 se verifica que

X
<log(1
T gl +x)

¢,Cuando se da la igualdad en la desigualdad anterior?

12. Prueba que paratodoc] — /2, = /2[ se verifica que:

2
log(cosx) < —%.

¢ Cuando se da la igualdad?

13. Prueba que paratodoe]0, 7 /2[ se verifica que:
. x?2 L 2x
z)1—7<cos>c; ii)— <senx < x <tgx
b

14. Sear < a < b. Prueba que di < e entonces® < b4, y si e<a entonce$? < a®. ¢ Qué puede
decirse s < e < b?.

15. Supuesto que > 0, demuestra quea e logx < x~“ para todax > 0.

16. Dadax €]0, 1], prueba quex* < ax + 1 — o paratodaxeR™ \ {1}.
Deduce que, dadgs > 0y ¢ > Otalesquel/p + 1/¢g = 1, entonces paratodas> 0y b > 0
P pd
se verifica queb < < + —. ¢Cuéndo se da la igualdad?
P q

17. ¢Hay algtn nimero> 0 que verifique quer*/?>x paratodox e R*? ¢ Cuél es dicho nimero?

3
., L, J1 —
18. Calcula una funcién polinémicatal que ImO +x—5¢(x) =
x— X

0.

19. Calcula, usando un desarrollo de Taylor convenientealar aproximado del nimero realcon
un error menor dé0~3 en cada uno de los casos siguientes:

a)a=T b)a=.le c)azsen% d) o = sen(61°)

Ejercicios de optimizacion

Una de las aplicaciones mas Utiles de las derivadas es adbkepras de optimizacion. En dichos
problemas se trata, por lo general, de calcular el maximoroieimo absolutos de una magnitud.
Hay una gran variedad de problemas que responden a estengsgueen frecuencia tienen contenido
geométrico o econdmico o fisico. Por ello cada uno de eséssi€ips requiere un estudio particular.
Los siguientes consejos pueden ser Utiles:

e Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo csguema.
e Elige las variables y la magnitud), que tienes que optimizar.
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e Estudia las relaciones entre las variables para expresaadaitudQ como funcidn de una sola de
ellas,Q = f(x).

e Las condiciones del problema deben permitir establecevraimo de /.

¢ Estudia la variacion del signo de la derivadaflen su dominio para calcular maximos y minimos
absolutos.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Con una lamina metélica rectangularidex 18 centimetros se quiere construir una caja sin
tapa cortando cuadrados iguales en cada esquina y doblani@odrriba los bordes. Halla las
dimensiones de la caja de mayor volumen que puede construirs

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una latadriéa de un litro de capacidad cuyo costo
de produccién sea minimo. Se supone que no se desperdicim@lwal cortar los lados de la
lata, pero las tapas de radise cortan de cuadrados de laukgpor lo que se produce una pérdida
de metal.

En la orilla de un rio de 100 metros de ancho esta situadalamta eléctrica y en la orilla
opuesta, y a 500 metros rio arriba, se esta construyendoabniad. Sabiendo que el rio es
rectilineo entre la planta y la fabrica, que el tendido ddesah lo largo de la orilla cuesta a 9
euros cada metro y que el tendido de cables sobre el agua euEsteuros cada metro, ¢,cuél es
la longitud del tendido mas econémico posible entre la platéctrica y la fabrica?.

Calcula la longitud de la escalera mas larga que, llegag#osicion horizontal, puede pasar por
la esquina en angulo recto que forman dos pasillos de arshespectivas y b.

Determina el rectdngulo con lados paralelos a los eslenados, inscrito en la elipse de ecua-
2 2
., X , -
cion — + ;;—2 =1, y que tenga &rea maxima.
a
En una l&dmina circular de rad® se recorta un sector circular de angaly con €l se construye
un cono. Calcula el valor d& para que el volumen del cono asi construido sea maximo.

x2 y2
Se considera la elipseE + 5 =
a
dicha elipse, que tiene un vértice en el puftta) y base paralela al eje de abscisas.

1. Calcula el triangulo isésceles de area maxima inscrito en

Se desea construir un silo, con un voluni€determinado, que tenga la forma de un cilindro
rematado por una semiesfera. El costo de construccion (pdad de superficie) es doble pa-
ra la semiesfera que para el cilindro (la base es gratisfuZalas dimensiones Optimas para
minimizar el costo de construccion.

Un rectangulo tiene su base sobre el®@}é, su esquina inferior izquierda €&, 0) y su esquina
superior derecha esta en la gréfica de la funcidfl, +oo[— R definida por

1
S =——= (x>1.
x—1
a) Calcula las dimensiones del rectangulo de minimo perinogte se puede conseguir de esta
forma.

b) ¢ Hay un rectangulo, del tipo descrito arriba, cuya are@sema (maxima o minima)?

Calcula las dimensiones del trapecio
isésceles de 4rea maxima inscrito en la
semicircunferencia superior centrada en
el origen de radiR.

I
I
I
|
I
|
I
X 0] )‘C R

De entre todos los rectangulos cuya diagonal tienetladi > 0 calcular el de &rea méximay
el de minimo perimetro..
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31. Dados los puntod = (0,3) y B = (2, 2), calcula cudl es el camino més corto para irda B
pasando por un punto del eje de abscisas.

32.

Calcula el area maxima de una cruz cu-
yos lados tienen la misma anchura inscri-
ta en una circunferencia de radio

33. Calcula un puntéu, v) de la parabolay = 3 — x? de forma que el triangulo determinado por la
tangente a la parabola en dicho punto y los ejes coordenags &rea minima.

2 2
34. Calcula un punt@:, v) (u > 0,v > 0) de la elipse de ecuacié%— + yj =1 tal que latangente

a la elipse en dicho punto determine con los ejes:
a) Un triangulo de area minima.
b) Un segmento de longitud minima.

35. La figura representa un espejo rectangular en el que s
ha partido una esquina. Las dimensiones del espejo so
AB =3, AC = 5y las de la esquina rota son las que se
indican en la figura donde se supone gues un valor
conocido. Se pide calcular un punisobre la linea de
corte de forma que el espejo de vértieksY, P, Y ten-
ga area maxima. ¢,Para qué valoradee verifica que el
espejo de mayor area es un cuadrado?

36.
7 25
<------ > - - >

. A

Un futbolista avanza con el balén hacia la porteria con- 3

traria por el borde del campo. ¢A qué distansiade la 3
linea de meta debe tirar a puerta para que el angulo de L x

tiro, o, sea maximo? o |

|

8 \;
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Extremos absolutos en intervalos cerrados y acotados

Consideraremos ahora el problema de hallar el maximo o norafvsolutos de una funcién conti-
nua / en un intervalo cerrado y acotade, b]. Para ello puede seguirse el siguiente procedimiento:

Paso 1 Hallar todos los puntos de[«, b] que 0 bien son puntos criticos ¢feo son puntos en los
que f no es derivable.
Paso 2 Calcular el valor def” en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1 y tambiéry enb.
Paso 3 Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor deg@tlo sera el maximo absoluto
de f en[a, b] y el menor sera el minimo absoluto deen[a, b].
37. Calculalos valores maximo y minimo de las siguientesifures en los intervalos que se indican:
a) f(x)=x>—x?—-8x+ 1enelintervald—2, 2].

1
b) f(x)= ;2——:_1 en el intervald—1, 2].

0) f(x)= %(ser? x + cosx) + 2 senx — x en el intervaldo0, =r/2].
d) f(x)= v/x2(5-2x) enelintervald—1, 3].
e f(x)=—x*+12x + Senelintervald—3, 3].

38. Para cada numero rgasea f(x) = —§x3 + ¢2x. Calcula, para cada valor dec [-1, 1], el
minimo valor def'(x) en el intervaldo, 1].

Célculo de limites
Algunos consejos para calcular limites.

= Antes de empezar a calcular un limite funcional, simplifadotlo que puedas la funcién y no
escribas el simbolo fiin” hasta que no tengas una idea clara de cobmo vas a haceldokbsa

= Trata de reducir el limite a otros bien conocidos. Para hesedebes recordar algunos limites
que se repiten con frecuencia.

. senx _arcserx . arctgx
Iim — =1, Iim —— =1, Ilim =1,
x—>0 X x—0 X x—0 X

1 — cosx 1 e’ —1 1 *—1
Iimizz—, Ifm =1, Iim%_ ,
x—0 X 2 x=>0 X x—0 X

log(1l —senx 1 lo
Iimuzl, lim 2258 _ 2y 29X
x—0 X x—0 x3 6 x—1x-—1

tgx — 1 t —log(1 1
imOX—x _ 1 X im X219t +x) _ 1
x—0 X3 3 x—=0 X x—0 x2 2

= Usa las equivalencias asint6ticas para sustituir epraducto o en uncocientede funciones,
una de ellas por otra asint6ticamente equivalente. Losdénainteriores proporcionan las equiva-
lencias asintéticas mas Utiles. jOjo! En una suma no puedeggneral, hacer eso.

= Cada vez que apliques las reglas de L'Hb6pital comprueba gadgs hacerlo, es decir que se

. L 0 o0 . . .
trata de una indeterminacion del tipoo —. Cada vez que derives al aplicar dichas reglas debes
o0
simplificar la expresion obtenida antes de volver a derivar.

= En general, no descompongas un limite como suma o producbirale dos, pero si quieres
hacerlo tienes que asegurarte de que dichos limites existen
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= Debes saber usar el criterio de equivalencia logaritmieargsuelve con frecuencia indetermi-
naciones del tipd*° y 0oco.

39. Calcula los limites siguientes.

. log(senx .
Ifim L Ifim
x—>% (r — ZX)Z x—>0

(senx)l/(l—cosx)
X

e’ 1
|
5(*) i (29)

Ifim
x—0 X Senx x—0 X
I arc senx — senx lim 3senx — 3 x cOSx 1/x?
x—0 x(1—cosx) x>0 x3
. 1 1 3 1 1
Ifm - — Iim | —— —
x—o\sefx x2 x—1\logx x-—1
senx
Iog( ) >
x Ve
m-— lim | xsen—
x—0 (log(l + x))2 x—>+00 ( x)
log(1 4+ sen2x) arc tgser? 1
Iim X g( + X) q X) II'an (tgx)xfn/4

x—=0 (e —=1)(1 — cog(tg? x)) x— I

40. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones.
a) fi1R* >R, f(x)=x""D r(1) = (e
b) f:]—1/2,400[— R, f(x) = (x +€)'/*, 1(0) = €.
2 —2C0oSsx

1/x
¢ f]—-n/2,n/2[—> R f(x):(T) , f(0)=1.
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